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1  Ανάλυση συστηµάτων στο χώρο καταστάσεων 

1.1 Η έννοια του χώρου κατάστασης 

Οι εξισώσεις κατάστασης είναι µία περιγραφή στο πεδίο του χρόνου και ισχύει για 
µια πολύ µεγάλη κατηγορία συστηµάτων όπως τα γραµµικά και µη γραµµικά συστή-
µατα, τα χρονικά µεταβαλλόµενα και µη συστήµατα, τα συστήµατα µε µη µηδενικές 
αρχικές συνθήκες και άλλα. Με τον όρο κατάσταση ενός συστήµατος αναφερόµαστε 
στο παρελθόν, στο παρόν και στο µέλλον του συστήµατος. Από µαθηµατικής πλευ-
ράς, η κατάσταση του συστήµατος εκφράζεται µε τις µεταβλητές κατάστασης.  Συνή-
θως, ένα σύστηµα περιγράφεται από ένα ελάχιστο πεπερασµένο αριθµό καταστάσεων 
που συµβολίζονται x1(t), x2(t), ..., xn(t) και ορίζονται ως εξής: 

Ορισµός 1.1:  Οι µεταβλητές κατάστασης x1(t), x2(t), ..., xn(t) ενός συστήµατος ορίζο-
νται ως ένας (ελάχιστος) αριθµός µεταβλητών τέτοιων ώστε αν γνωρίζουµε τις τιµές 
τους για οποιαδήποτε χρονική στιγµή t0, την συνάρτηση εισόδου που εφαρµόζεται 
στο σύστηµα για t>t0, και τον µαθηµατικό νόµο που συνδέει την είσοδο, τις µεταβλη-
τές κατάστασης και το σύστηµα, τότε καθίσταται δυνατός ο προσδιορισµός της κατά-
στασης του συστήµατος για οποιαδήποτε χρονική στιγµή t>t0. 

Ένα γραµµικό, χρονικά αµετάβλητο δυναµικό σύστηµα συνεχούς χρόνου παρίσταται 
ως εξής: 

 00 =)( ),()()( xxBuAxx tttt +=&  (1.1) 

 y(t)=Cx(t) (1.2) 

Το διάνυσµα εισόδου συµβολίζεται µε u(t) και έχει τη µορφή: 
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όπου r είναι το πλήθος των εισόδων. Το διάνυσµα εξόδου συµβολίζεται µε y(t) και 
έχει τη µορφή: 
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όπου m είναι το πλήθος των εξόδων. Το διάνυσµα κατάστασης συµβολίζεται µε x(t) 
και έχει τη µορφή: 
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όπου n είναι το πλήθος των µεταβλητών κατάστασης. 

Οι πίνακες Α, Β, C καλούνται πίνακες του χώρου κατάστασης (state-space matrices). 

Οι εξισώσεις κατάστασης (1.1-1.2) αποτελούν για την επιστήµη των συστηµάτων αυ-
τοµάτου ελέγχου µια µοντέρνα µέθοδο περιγραφής συστηµάτων. Η µέθοδος αυτή έχει 
ιδιαίτερη θεωρητική, υπολογιστική και πρακτική αξία κυρίως επειδή µπορούν να πε-
ριγράψουν µια µεγάλη κατηγορία συστηµάτων, όπως τα γραµµικά και µη γραµµικά 
συστήµατα, τα χρονικά µεταβαλλόµενα και µη συστήµατα, τα συστήµατα µε αρχικές 
συνθήκες και άλλα. 

Οι µεταβλητές κατάστασης ίσως δεν µπορούν πάντα να παρατηρηθούν ή να µετρη-
θούν, επηρεάζουν όµως την συµπεριφορά του συστήµατος. Είναι αυτές που καθορί-
ζουν τον τρόπο µε τον οποίο εξελίσσεται το σύστηµα και κατά κάποιο τρόπο "αποθη-
κεύουν" την προηγούµενη συµπεριφορά του. 

Το σύστηµα προσδιορίζεται εντελώς κάθε χρονική στιγµή t όταν ξέρουµε την ιστορία 
των εισόδων ( ){ }  tττ ≤≤0,u  και την τωρινή και αρχική τιµή των µεταβλητών κατα-

στάσεων x(0) και x(t).  Η ενδιάµεση µετεξέλιξη του συστήµατος την περίοδο 0<τ<t 
έχει καταγραφεί στις µεταβλητές κατάστασης. 

1.2 Μετασχηµατισµοί κατάστασης 

'Έστω το γραµµικό, χρονικά αµετάβλητο, δυναµικό σύστηµα, 

 00 =)( ),()()( xxBuAxx tttt +=&  (1.1) 
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)()( tt Cxy =  (1.2) 

και ένας οµαλός n×n  πίνακας Μ.  Το διάνυσµα, 

z=Mx 

καλείται µετασχηµατισµένο διάνυσµα κατάστασης. 

Μπορούµε εύκολα να µετασχηµατίσουµε το σύστηµα (1.1-1.2) έτσι ώστε να έχουµε 
τις εξισώσεις κατάστασης ως προς z. Στην πραγµατικότητα το z δεν είναι τίποτα άλλο 
παρά ένας γραµµικός συνδυασµός των αρχικών καταστάσεων.  'Έχουµε:  

xMz && = =M(Ax+Bu)=Max+MBu 

Όµως 

x=M-1z  

και αντικαθιστώντας, 

MBuzMAMz += −1&  

y=CM -1z  

Ορίζοντας τους µετασχηµατισµένους πίνακες, 
1ˆ −= MAMA  

MBB =ˆ  

1ˆ −= CMC  

λαµβάνουµε τις µετασχηµατισµένες εξισώσεις κατάστασης: 

uBzAz ˆˆ +=&  

zCy ˆ=  

Προσέξτε ότι οι πίνακες Α και Â  έχουν πάντα τις ίδιες ιδιοτιµές και συνεπώς ο µετα-
σχηµατισµός Μ δεν αλλάζει τα δυναµικά χαρακτηριστικά του συστήµατος. 
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1.2.1 ∆ιαγώνιος µετασχηµατισµός 

Ας θεωρήσουµε τον πίνακα των δεξιών ιδιοδιανυσµάτων W, και τον πίνακα των ιδιο-
τιµών Λ=διαγ(λ1, λ2, ..., λn).  Χωρίς βλάβη γενικότητας υποθέτουµε λi ≠λj (αλλιώς α-
ντικαθιστούµε τις πολλαπλές ιδιοτιµές λi µε τα αντίστοιχα µπλοκ Jordan, δες Παράρ-
τηµα).  Ισχύει: 

A=WΛW-1 

Έστω τώρα ότι επιλέγουµε τον µετασχηµατισµό M=W -1.  Ο µετασχηµατισµένος πί-
νακας του συστήµατος είναι, 

( ) ΛWΛWWWAWWMAMA ==== −−−− 1111 `ˆ  

δηλαδή ο διαγώνιος πίνακας των ιδιοτιµών.  Οι µετασχηµατισµένοι πίνακες εισόδων 
και εξόδων είναι, 

CWCBWB == − ˆˆ 1 και   

Αν τις µετασχηµατισµένες καταστάσεις τις καλέσουµε ξ θα έχουµε: 

uBΛξξ ˆ+=&  

ξCy ˆ=  

Οι καταστάσεις ξ καλούνται αποσυζευγµένες καταστάσεις (decoupled states) και έ-
χουν την βασική ιδιότητα ότι η συµπεριφορά τους είναι ανεξάρτητη από τις υπόλοι-
πες: σε κάθε διακεκριµένη ιδιοτιµή λk αντιστοιχεί και µία διαγώνια κατάσταση. 

1.3 Πίνακας µεταφοράς συστηµάτων 

Το πολυµεταβλητό σύστηµα, 

 00 =)( ),()()( xxBuAxx tttt +=&  (1.1) 

 y(t)=Cx(t) (1.2) 

µπορεί να µετασχηµατιστεί κατά Laplace όπως και τα βαθµωτά συστήµατα.  Η µόνη 
διαφορά είναι ότι στη θέση της βαθµωτής συνάρτησης µεταφοράς προκύπτει ένας πί-
νακας συναρτήσεων µεταφοράς. 



Α. Πουλιέζος ΣΑΕ ΙΙ: Συστήµατα πολλών εισόδων πολλών εξόδων

 

8 

© Α. Πουλιέζος 

Θεωρώντας λοιπόν µηδενικές αρχικές συνθήκες, ο µετασχηµατισµός Laplace των 
(1.1)-(1.2) δίνει, 

(sI-A)X(s)=BU(s) 

Y(s)=CX(s) 

Εποµένως, 

Y(s)=[C(sI-A)-1B]U(s) 

και ο πίνακας µεταφοράς (transfer matrix) είναι, 

 G(s) = [C(sI - A)-1 B]  (1.3) 

Η διάσταση του G(s) είναι mxr. 

Μία βασική ιδιότητα του πίνακα µεταφοράς είναι ότι παραµένει αναλλοίωτος κάτω 
από µετασχηµατισµούς του διανύσµατος κατάστασης. 

1.4 Επίλυση  γραµµικών συστηµάτων 

'Έστω το γραµµικό, µη οµογενές, δυναµικό σύστηµα, 

 00 =)( ),()()( xxBuAxx tttt +=&  (1.1) 

Υποθέτοντας µία λύση eAtx(t)  και αντικαθιστώντας, βρίσκουµε: 
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 τττ d)()0()(
0

)(∫ −+=⇒ t tt eet Buxx AA  (1.2) 

Ο πίνακας Φ(t)=eAt καλείται πίνακας µετάβασης από την αρχική στιγµή t0=0 στην 
χρονική στιγµή t.  Υπολογίζεται εύκολα µε την χρήση του διαγώνιου µετασχηµατι-
σµού: 

A=WΛW-1 ⇒At=W(Λt)W-1 



Α. Πουλιέζος ΣΑΕ ΙΙ: Συστήµατα πολλών εισόδων πολλών εξόδων

 

9 

© Α. Πουλιέζος 

⇒Φ(t)=eAt=WeΛ tW-1 

όπου, 
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και W ο πίνακας των δεξιών ιδιοδιανυσµάτων. 

Συνεπώς κάθε φορά θα πρέπει να υπολογίζουµε τον διαγώνιο µετασχηµατισµό W, τον 
αντίστροφο W -1, τον πίνακα ιδιοτιµών Λ και µετά να υπολογίζουµε την εκθετική πα-
ράσταση, eΛt. 

Αν το σύστηµα είναι οµογενές, δηλαδή περιγράφεται από την, 

 0=) xxAxx 0(),()( ttt =&  (1.3) 

η λύση απλουστεύεται καθώς η (1.2) γίνεται, 

 )0()( xx Atet =  (1.4) 

και µετασχηµατίζοντας σε µορφή Jordan µέσω της x = Wξ, λαµβάνουµε, 

Wξ(t) = eAtWξ(0) 

ή             ξ(t)=W-1eAtWξ(0)=eΛ tξ(0) 

Η αρχική συνθήκη ξ(0) βρίσκεται εύκολα αφού, 

)0()0()0()0( T

T

T
1

1 xvx

v

v

xWξ i

n

=
















== − L  

(όπου το T
iv είναι η i-οστή γραµµή του W-1). 

Έτσι, η (1.4) γίνεται, 
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Η ανάπτυξη αυτή καλείται αποσύνθεση modal.  Καταδεικνύει τον τρόπο µε τον οποίο 
η συνολική χρονική απόκριση συντίθεται από ένα άθροισµα επιµέρους αποκρίσεων 
που σχετίζονται µε τις ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύσµατα του συστήµατος. 

1.5 Γραµµικοποίηση µη γραµµικών συστηµάτων 

Η θεωρία των γραµµικών συστηµάτων δεν είναι απαραίτητα περιοριστική.  Μη 
γραµµικά συστήµατα µπορούν να γραµµικοποιηθούν γύρω από κάποιο σηµείο ισορ-
ροπίας, και το προκύπτον σύστηµα να χρησιµοποιηθεί για την ανάλυση και σύνθεση 
του συστήµατος.  Η διαδικασία έχει ως εξής: 

Έστω ότι έχουµε το εξής µη γραµµικό σύστηµα n µεταβλητών κατάστασης xi, m εξό-
δων yj  και r εισόδων uk, 

)(

),(

xgy

uxfx

=
=&

 

Ας υποθέσουµε ότι οι είσοδοι σταθεροποιούνται σε ένα ορισµένο επίπεδο, 

σταθερό== *uu  

Καλούµε καταστάσεις (σηµεία) ισορροπίας του συστήµατος τα διανύσµατα x* που εί-
ναι λύσεις των εξισώσεων, 

00 == ∗∗ ),( δηλαδή  , uxfx&  

Έστω ότι τέτοιες λύσεις υπάρχουν. Τα σηµεία ισορροπίας των εξόδων θα δίνονται 
από την σχέση, 

y*=g(x*) 

Ας θεωρήσουµε τώρα µικρές µετατοπίσεις γύρω από την κατάσταση ισορροπίας: 

x=x*+δx 

u=u*+δu 

y=y*+δy  

και ας εφαρµόσουµε την ανάπτυξη Taylor των συναρτήσεων f(x, u) και g(x) γύρω 
από το σηµείο ισορροπίας.  Γνωρίζουµε ότι γενικά ισχύει: 
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+(όροι µεγαλύτερου βαθµού)                           (1.6) 

Παρατηρούµε ότι, 
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Παραβλέποντας τους όρους µεγαλύτερου βαθµού ή (1.6) γράφεται: 
 uBxAx δδδ +=  (1.7) 

Με παρόµοιο τρόπο αναπτύσσουµε την g(x) γύρω από το y*, 

)()(
,

∗∗ −
∂
∂

+=
∗∗

xx
x
g

yxg
ux

 + (όροι µεγαλύτερου βαθµού) 

Επειδή δy=y-y* οι µετατοπίσεις των εξόδων µπορούν να προσεγγιστούν από την 
γραµµική σχέση, 

 δy = Cδx (1.8) 

Συνδυάζοντας τις (1.7) και (1.8) παίρνουµε την γραµµική προσέγγιση του µη γραµµι-
κού συστήµατος γύρω από το σηµείο ισορροπίας: 
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xCy

uBxAx

δδ
δδδ
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1.6 Ιδιότητες συστηµάτων 

1.6.1 Ελεγξιµότητα 

Θεωρούµε το προαναφερθέν σύστηµα, 

 00 =)( ),()()( xxBuAxx tttt +=&  (1.1) 

 y(t)=Cx(t) (1.2) 

Ορισµός 1.2   'Ένα σύστηµα καλείται πλήρως ελέγξιµο (completely controllable) αν 
δεδοµένων των αρχικών συνθηκών κατάστασης x0 και µιας επιθυµητής τιµής κατα-
στάσεων x*, µπορούµε πάντα να βρούµε κατάλληλες και πεπερασµένες τιµές ελέγχου 
u(t) ώστε το σύστηµα να φθάσει στην επιθυµητή τιµή σε πεπερασµένο χρόνο t <∞. 

Θεώρηµα 1.1  Το σύστηµα (1.1)-(1.2) είναι πλήρως ελέγξιµο αν και µόνον αν ο n×nr 
πίνακας ελεγξιµότητας, 

Γ=[ B ¦ ΑΒ ¦ . . .  ¦ Αn-1B] 

είναι πλήρους βαθµού, δηλαδή  βαθµός(Γ) = n. 

1.6.2 Παρατηρησιµότητα 

Ορισµός 1.3  'Ένα σύστηµα καλείται πλήρως παρατηρήσιµο (completely οbservable) 
αν γνωρίζοντας τις τιµές των εξόδων y(t) και εισόδων u(t) για ένα πεπερασµένο χρο-
νικό διάστηµα t, 0<t<∞ τότε µπορούµε να ανακτήσουµε τις τιµές των µεταβλητών 
κατάστασης x(t) για οποιαδήποτε χρονική στιγµή του διαστήµατος [0, t]. 

Αυτό σηµαίνει ότι παρατηρώντας τις σχέσεις του συστήµατος µε το περιβάλλον (εί-
σοδοι-έξοδοι) µπορούµε να υπολογίσουµε την εσωτερική συµπεριφορά του συστήµα-
τος. 

Θεώρηµα 1.2  'Ένα σύστηµα είναι πλήρως παρατηρήσιµο αν και µόνον αν ο nm×n  
πίνακας παρατηρησιµότητας, 



Α. Πουλιέζος ΣΑΕ ΙΙ: Συστήµατα πολλών εισόδων πολλών εξόδων

 

13 

© Α. Πουλιέζος 

























=

−1

.

.

nCA

CA

CA

C

Θ  

είναι πλήρους βαθµού, δηλαδή βαθµός[Θ]=n. 

Η ελεγξιµότητα και η παρατηρησιµότητα είναι έννοιες δυϊκές. 

 

1.6.3 Σταθεροποιησιµότητα-εντοπισιµότητα 

Σε πρακτικές εφαρµογές είναι αρκετή µια πιο ασθενής ιδιότητα από την ελεγξιµότη-
τα, η σταθεροποιησιµότητα (stabilizability).  Η ιδιότητα αυτή συσχετίζεται µε την ε-
λεγξιµότητα των ασταθών πόλων. 

Η ιδιότητα αυτή εξακριβώνεται µετασχηµατίζοντας το σύστηµα σε µορφή Jordan και 
ελέγχοντας τις γραµµές του πίνακα εισόδου Β που αντιστοιχούν σε ασταθείς ιδιοτι-
µές. 

 

 

1.6.4 Ευστάθεια 

Υπάρχουν διάφοροι ορισµοί για την ευστάθεια, αυτό όµως που ενδιαφέρει πρακτικά 
είναι η κατάσταση (x) του συστήµατος να µην “εκρήγνυται”.  Αυτό πρέπει να ισχύει 
τόσο για αυτόνοµη κίνηση (u(t)=0) όσο και για βεβιασµένη (u(t) ≠0).  Η πρώτη α-
παίτηση καλείται ασυµπτωτική ευστάθεια (asymptotic stability) ενώ η δεύτερη ευστά-
θεια φραγµένης εισόδου-φραγµένης εξόδου (ΒΙΒΟ stability). 

Για το γραµµικό σύστηµα )()( tt Axx =&  ένα προφανές σηµείο ισορροπίας είναι το 

x*=0, αφού απαιτείται 0=)(tAx .  Αν όµως ο Α έχει µηδενικές ιδιοτιµές, τότε υπάρ-

χουν άπειρα µη µηδενικά ιδιοδιανύσµατα που ικανοποιούν την εξίσωση ισορροπίας.  
Στη συνέχεια, η περίπτωση αυτή δεν θα αντιµετωπισθεί. 
Ορισµός 1.4  Το σύστηµα { 00 =)( ,)()( xxAxx ttt =& } καλείται ευσταθές κατά 

Lyapunov γύρω από το σηµείο ισορροπίας x*=0, αν για µικρές µετατοπίσεις γύρω 
από x*=0, δηλαδή για αρχικές συνθήκες x0 τέτοιες ώστε, 
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δ<0x  

η τροχιά του συστήµατος x(t) να παραµένει πάντα µέσα σε µια φραγµένη περιοχή του 
x*=0, δηλαδή, 

εt <)(x  

όπου ε = ε(δ) <∞.  

Ορισµός 1.5 Το σύστηµα { 00 =)( ,)()( xxAxx ttt =& } καλείται ασυµπτωτικά ευσταθές 
γύρω από το σηµείο ισορροπίας x*=0 αν υπάρχει µια περιοχή δ έτσι ώστε για αρχικές 
συνθήκες εντός αυτής της περιοχής το σύστηµα να τείνει πάντα να επιστρέψει στο 
x*=0, δηλαδή, 

0=⇒<
∞→

)(0 tδ
t

xx ορ  

Όταν ένα σύστηµα είναι ασυµπτωτικά ευσταθές τότε  είναι και ευσταθές κατά 
Lyapunov. Το αντίστροφο όµως δεν ισχύει γιατί ένα σύστηµα µπορεί να παραµένει 
διαρκώς σε µια πεπερασµένη απόσταση γύρω από το σηµείο ισορροπίας χωρίς ποτέ 
να το προσεγγίζει ικανοποιητικά. ('Ένα τέτοιο παράδειγµα είναι το είδος της αδιάφο-
ρης ισορροπίας στην µηχανική). 

Θεώρηµα 1.3  Το σύστηµα 00 =)( ,)()( xxAxx ttt =&  είναι, 

(α) Ευσταθές κατά Lyapunov αν και µόνον αν 0}Re{ ≤iλ  και τα ιδιοδιανύσµατα 

που αντιστοιχούν στις µηδενικές ιδιοτιµές είναι διακεκριµένα. 

(β) Ασυµπτωτικά ευσταθές  αν και µόνον αν 0}Re{ <iλ . 

Απόδειξη:  Η λύση του συστήµατος δίνεται από την σχέση: 

x(t)=eAtx0 

Το σηµείο ισορροπίας είναι το x*=0 (εκτός αν µία λ=0) και χρησιµοποιώντας τον δια-
γώνιο µετασχηµατισµό A = W-1Λ W  έχουµε: 

x(t)=W-1eΛ tWx0 

Η λύση x(t) είναι δηλαδή γραµµικός συνδυασµός των χρονικών εκθετικών tλie . Είναι 
γνωστό όµως ότι, 0ορ

0
=

→

tλ

t

ie  αν και µόνο αν Re(λi)<0. 
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Αν τώρα κάθε 0ορ
0

=
→

tλ

t

ie , οποιοσδήποτε γραµµικός συνδυασµός θα τείνει επίσης 

στο µηδέν.  Αντίστροφα  αν  ο  γραµµικός  συνδυασµός δεν τείνει στο µηδέν, τότε θα 

υπάρχει  τουλάχιστον  ένας  όρος  tλie  που  δεν τείνει στο µηδέν, πράγµα εφικτό µόνο 
αν Re(λi) > 0, όπερ άτοπο. 

Επειδή η ευστάθεια του συστήµατος καθορίζεται από τις ιδιοτιµές του Α, ο πίνακας 
αυτός καλείται πίνακας ευστάθειας του συστήµατος (stability matrix). 

Ορισµός 1.6  Έστω  ότι το σύστηµα, 

 00 =)( ),()()( xxBuAxx tttt +=&  (1.1) 

 y(t)=Cx(t) (1.2) 

βρίσκεται σε µηδενικές αρχικές συνθήκες x(0) = 0 και διεγείρεται από πεπερασµένες 
τιµές εισόδου, ∞<<∞<< tMt 0  για)(u .  Καλείται ευσταθές φραγµένης εισόδου-

φραγµένης εξόδου αν κάθε απόκριση y(t) είναι επίσης πεπερασµένη, δηλαδή, 

∞<<∞<< tPt 0    για)(y   

Θεώρηµα 1.4  Το σύστηµα (1.1)-( 1.2) είναι ευσταθές φραγµένης-εισόδου φραγµένης 
εξόδου αν και µόνον αν οι πόλοι των στοιχείων του πίνακα µεταφοράς G(s) έχουν 
αρνητικά πραγµατικά µέρη. 

 

Παρατήρηση:  Όταν ένα σύστηµα είναι ασυµπτωτικά ευσταθές τότε είναι και ευστα-
θές φραγµένης εισόδου-φραγµένης εξόδου.  Το αντίθετο ισχύει µόνον αν το σύστηµα 
είναι πλήρως ελέγξιµο και παρατηρήσιµο. 

 

1.7 Παραδείγµατα περιγραφής συστηµάτων στο χώρο κατά-
στασης 

Ανάστροφο εκκρεµές σε φορείο 

Το ανάστροφο εκκρεµές είναι ένα από τα πιο γνωστά µη γραµµικά συστήµατα και το 
πρόβληµα του ελέγχου του µπορεί να αποτελέσει κριτήριο απόδοσης των συστηµά-
των αυτοµάτου ελέγχου. Eκτός από τον κλασσικό αυτόµατο έλεγχο, στο ανάστροφο 
εκκρεµές έχει εφαρµοστεί έλεγχος µε νευρωνικά δίκτυα καθώς επίσης και ελεγκτές 
ασαφούς λογικής µε αξιόλογα αποτελέσµατα. Προς το παρόν όµως η κλασσική αντι-
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µετώπιση του προβλήµατος, εκτός του ότι είναι πιο εύρωστη, µπορεί να παρουσιάσει 
καλύτερα τις βασικές αρχές και το θεωρητικό υπόβαθρο του αυτοµάτου ελέγχου. 

 

Σχήµα 1.1  Η βασική δοµή του συστήµατος 

1. Ενισχυτής 4. Ιµάντας µετάδοσης κίνησης 7. Βάρος του εκκρεµούς 
2. Κινητήρας 5. Μεταλλική µπάρα ολίσθησης 8. Οδηγός περιστροφής 
3. Γρανάζι κίνησης 6. Βαγόνι 9. Εκκρεµές 

 

Περιγραφή του LIP100 Inverted Pendulum 

Το σύστηµα που υπάρχει στο εργαστήριο αποτελείται από ένα περιστρεφόµενο εκ-
κρεµές το οποίο στηρίζεται σε ένα κινητό βαγόνι (Σχ. 1.1), µία µονάδα διασύνδεσης 
και έναν ελεγκτή.  Το κινητό φορείο (cart) χρησιµοποιεί ένα DC κινητήρα και έναν 
οδοντωτό ιµάντα για να κινηθεί σε µία περιοχή µήκους 1.5 µέτρων και να σταθερο-
ποιήσει το εκκρεµές στην όρθια θέση.  Η σταθεροποίηση του εκκρεµούς επιτυγχάνε-
ται από ένα ψηφιακό ελεγκτή, ο οποίος σύµφωνα µε τις µετρήσεις που παίρνει, στέλ-
νει ένα κατάλληλο σήµα στον κινητήρα. Οι µετρήσεις αυτές είναι η γωνία του 
εκκρεµούς, η θέση και η ταχύτητα του βαγονιού. 
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Σχήµα 1.2 Το διάγραµµα  του συστήµατος 

Το σύστηµα µπορεί να χωριστεί σε δύο διαφορετικά υποσυστήµατα: το σύστηµα του 
βαγονιού και το σύστηµα του ανάστροφου εκκρεµούς: 

 
Σχήµα 1.3   ∆ιαγράµµατα ελεύθερων σωµάτων, του ανάστροφου εκκρεµούς και του βαγονιού. 

Αν Μ1 είναι η µάζα του εκκρεµούς και r(t) η θέση του βαγονιού τότε η δύναµη Η(t) 
που ασκείται οριζόντια στη βάση του εκκρεµούς, δίνεται από τον τύπο: 
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( ))(ηµ)()(
2

2

1 tltr
t

MtH s Φ+
∂

∂
=                      (1.3) 

Αυτή η δύναµη οφείλεται στην επιτάχυνση του κέντρου βάρους. Η κάθετη συνιστώσα 
µπορεί να υπολογιστεί από τον τύπο: 

( ) gMtltr
t

MtV s 12

2

1 )(ηµ)()( ++
∂

∂
= Φ             (1.4) 

και η διαφορική εξίσωση της κίνησης µπορεί να γραφεί ως εξής: 

t
CHlVl

t
sss ∂

∂
−−=

∂

∂ ΦΦΦΦΘ συνηµ
2

2
         (1.5) 

όπου Θs  είναι η ροπή αδρανείας του εκκρεµούς περί το κέντρο βάρους του και C η 
σταθερά τριβής του. 

Για το σύστηµα του βαγονιού η εξίσωση κίνησης είναι η: 

t

r
FHF

t

r
M r ∂

∂
−−=

∂

∂
2

2

0      (1.6) 

όπου Μ0 η µάζα του βαγονιού, Fr η σταθερά τριβής ανάλογη προς τη ταχύτητα και F 
η δύναµη που µεταδίδεται µέσω του ιµάντα µεταφοράς. 

Έτσι οι εξισώσεις (1.3) και (1.4) µπορούν να γραφούν ως εξής: 

                             ( ))(ηµ)()(σ)()()( 2
1 ttΦlttΦltrMtH ss ΦΦυν &&&& −+=        (1.7) 

                           ( ) gMttttlMtV s 1
2

1 )(συν)()(ηµ)()( +++−= ΦΦΦΦ &&&      (1.8) 

Αντικαθιστώντας τις εξισώσεις (1.7) και (1.8) στις (1.5) και (1.6) αντίστοιχα, προκύ-
πτουν οι µη γραµµικές διαφορικές εξισώσεις του συστήµατος: 

     0συνηµ 11 =+−+ ΦΦΦΦΘ rlMglMC ss &&&&&     (1.9) 

     FlMrFrM sr =−++ )ηµσυν( 2
1 ΦΦΦΦ &&&&&&     (1.10) 

Οι δύο αυτές εξισώσεις περιγράφουν το µαθηµατικό µοντέλο του ανάστροφου εκκρε-
µούς όπου: 

    2
1 ss lM+=ΘΘ      (1.11) 

     M=M0+M1     (1.12) 

Το διάνυσµα κατάσυασης του συστήµατος είναι το, 
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και το σήµα εισόδου, 

u=F 

Μετασχηµατίζοντας τις εξισώσεις (1.9) και (1.10) στην µορφή ),( uxfx =&  παίρνου-

µε:  

[ ]
[ ]uxbxxxaxaxxaxaxufx

ubxxaxxaxaxxaxufx

xufx

xufx

24
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423542343332232233
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            (1.14) 

όπου: 

22
011

1

2
2

2
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2 ,,ηµ1)( NMNlMNx
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N
x s −==










+=

−

Θβ  

και οι παράµετροι α, β δίνονται από τους τύπους: 

2
01

2

32
N

gN
−=α ,  

2
01

33
 

N

FrΘα −= ,   2
01

34
N

NC
=α ,   

2
01

35
 

N

NΘα =  

2
01

42
N

ΜNg
=α ,   

2
01

43
 

N

FN r=α ,  
2
01

44
N

ΜC
−=α ,  

2
01

2

45
N

N
−=α  

2
01

3
N

Θ
b = ,  

2
01

4
N

N
b −=  

Στο επόµενο βήµα πρέπει να καθοριστεί το σηµείο λειτουργίας (ισορροπίας) στο ο-
ποίο θα γίνει η γραµµικοποίηση: 
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Αναπτύσσουµε τις εξισώσεις (1.14) σε σειρές Taylor, 

u
u uu

∆∆∆
0,0,

⋅
∂
∂

+⋅
∂
∂

≈
==== AA xxxx

f
x

x
f

x&   (1.15) 

για να πάρουµε τους πίνακες του γραµµικοποιηµένου συστήµατος: 

A
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x
f

Axx
=
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  (1.16) 
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30,

0
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bu uAxx

f
         (1.17) 

Oι µεταβολές από το σηµείο λειτουργίας εισάγονται ως νέες µεταβλητές κατάστασης 
δx=xA και δu=uA οπότε τελικά οι εξισώσεις κατάστασης γράφονται ως εξής: 

AAAAA ubxAx +=&      (1.18) 

Το σύστηµα του ανάστροφου εκκρεµούς έχει τρεις αισθητήρες,  µε τους οποίους 
µπορούν να µετρηθούν η θέση και η ταχύτητα του βαγονιού και η γωνία του εκκρε-
µούς. Οι αισθητήρες αυτοί δίνουν µία τάση ρεύµατος ανάλογη µε τη µέτρηση την ο-
ποία κάνουν, οπότε στο µοντελοποιηµένο σύστηµα όλες οι παράµετροι πρέπει να εκ-
φράζονται στις ίδιες µονάδες, δηλαδή volts. Αυτό µπορεί να πραγµατοποιηθεί µέσω 
ενός µετασχηµατισµού κανονικοποίησης ως εξής: 

xΝ=NxA   και  uΝ=KfuA    (1.19   

όπου, 
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και Κf είναι ο παράγοντας  που συσχετίζει την τάση εισόδου του ενισχυτή µε την δύ-
ναµη που επιδρά στο βαγόνι.  Αντικαθιστώντας την (1.19) στην (1.18) παίρνουµε: 

uNNNN bxAx +=&        (1.20) 

όπου, 

     AN=NAAN -1  και  bN=NbAKf        (1.21)   
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2 Σχεδίαση ελεγκτών 

Τα συστήµατα ελέγχου µπορούν να διαιρεθούν σε δύο ευρείες κατηγορίες:  ρύθµισης 
και παρακολούθησης.  Τα συστήµατα αυτόµατης ρύθµισης ή ρυθµιστές προσπαθούν 
να διατηρήσουν σταθερή την έξοδο του συστήµατος υπό την επήρεια διαταραχών, µε-
ταβολών στις παραµέτρους της εγκατάστασης κλπ.  Παραδείγµατα περιλαµβάνουν τα  
συστήµατα ρύθµισης θερµοκρασίας, διατήρησης σταθερού υψοµέτρου δορυφόρων, 
ρύθµισης τάσης κλπ.   Κατά τη σχεδίαση των συστηµάτων αυτών πρωταρχικό ρόλο 
παίζει η µεταβατική απόκριση. 

Στα συστήµατα παρακολούθησης η έξοδος πρέπει να ακολουθεί, µε ελάχιστο σφάλ-
µα, µία προδιαγεγραµµένη πορεία που αναπαριστάται από µία χρονικά µεταβαλλόµε-
νη συνάρτηση.  Παραδείγµατα αυτού του τύπου περιλαµβάνουν αυτόµατους πιλότους 
αεροσκαφών ή πλοίων. 

Σε όλες τις περιπτώσεις ο έλεγχος είναι µία γραµµική συνάρτηση των καταστάσεων, 
δηλαδή, 

 u(t)=-Kx(t) (2.1) 

2.1 Ρύθµιση 

 
 

0 
+ 

_ 

u 
+ 

+ 

x 

Εγκατάσταση 

K B

A

ελεγκτής 
x&

 

Σχήµα 2.1 Γραµµικός ρυθµιστής 

Ας αρχίσουµε µε την πιο απλή µορφή συστήµατος που απεικονίζεται στο Σχ. 2.1.  
Στη διάταξη αυτή γίνεται η όχι και τόσο ρεαλιστική υπόθεση ότι όλες οι καταστάσεις 
είναι µετρήσιµες.  H εξίσωση του είναι, 
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 )()()(
)()(

)()()(
tt
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ttt
xBKAx

Kxu

BuAxx
−=⇒





−=
+=

&
&

 (2.2) 

Το ακόλουθο θεώρηµα µας δίνει το εργαλείο για την εύρεση του (σταθερού) πίνακα 
Κ. 

Θεώρηµα 2.1  Αν το ζευγάρι (Α, Β) είναι ελέγξιµο µπορεί να βρεθεί πίνακας Κ, τέ-
τοιος ώστε οι ιδιοτιµές του συστήµατος )()()( tt xBKAx −=&  να τοποθετηθούν σε 
οποιαδήποτε θέση. 

Το θεώρηµα αυτό µας εξασφαλίζει τη τοποθέτηση των ιδιοτιµών σε οποιαδήποτε θέ-
ση αλλά δεν απαντά στο ερώτηµα ποιά είναι η βέλτιστη θέση.  Το ερώτηµα αυτό 
µπορεί να απαντηθεί µε διάφορους τρόπους: µέσω των προδιαγραφών της µεταβατι-
κής απόκρισης οι οποίες ορίζουν περιοχές για τους πόλους του συστήµατος ή µέσω 
της θεωρίας του βέλτιστου ελέγχου που θα δούµε στη συνέχεια.  Η αριθµητική επί-
λυση είναι εύκολη µέσω του MATLAB αφού η, 

K=PLACE(A,B,p)  υπολογίζει έναν πίνακα ανάδρασης κατάστασης K τέτοιον 
ώστε οι ιδιοτιµές του A–BK  να είναι αυτές που ορίζονται στο διάνυσµα p. 

2.2 Τοποθέτηση πόλων µέσω της θεωρίας του βέλτιστου ε-
λέγχου 

Η θεωρία του βέλτιστου ελέγχου αποσκοπεί στην εύρεση στρατηγικών ελέγχου µέσω 
της ελαχιστοποίησης κριτηρίων απόδοσης.  Η εφαρµογή της στη συγκεκριµένη κατη-
γορία συστηµάτων που εξετάζουµε (γραµµικά, χρονικά αµετάβλητα) καταλήγει σε 
κοµψούς, υλοποιήσιµους ελεγκτές. 

Το πρόβληµα τίθεται ως εξής: 

Να βρεθεί η συνάρτηση εισόδου u(t) που να ελαχιστοποιεί το συναρτησιακό (δηλαδή 
συνάρτησης συναρτήσεως), 

( )∫ +=
T

tttttJ
0

TT d)()()()(
2

1
RuuQxx  

υπό τον περιορισµό των εξισώσεων κατάστασης, 

00 )(         )()()( xxBuAxx =+= tttt&  

Η φυσική σηµασία της ελαχιστοποίησης είναι να περιορίσει την κατάσταση κοντά 
στο µηδέν µε ελάχιστη κατανάλωση ενέργειας.  Οι πίνακες Q, R χρησιµοποιούνται 
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για να εξισορροπούν τις δύο αυτές ιδιότητες.  Εφαρµογή της αρχής του ελαχίστου του 
Pontryagin δίνει την ακόλουθη λύση στο πρόβληµα αυτό, 

        u(t) = -K(t)x(t)    (2.3) 

      Κ(t) = R-1BTP(t)    (2.4) 

  )()()()(
d

d T1T tttt
t

PBBRPQAPPA
P −+−−−= ; P(T) = 0 (2.5) 

Η εξίσωση (2.5) είναι η µητρική διαφορική εξίσωση Riccati.  Είναι µία µη γραµµική 
διαφορική εξίσωση πρώτης τάξης µε τερµατικές οριακές συνθήκες.  Ο έλεγχος που 
προκύπτει είναι χρονικά µεταβαλλόµενος και για να υλοποιηθεί πρέπει να λυθεί η 
(2.5) προς τα πίσω αρχίζοντας από το τελικό χρόνο t = T.  Η λύση πρέπει να αποθη-
κευθεί ψηφιακά για να χρησιµοποιηθεί συνέχεια από τον µηχανισµό του ελεγκτή.  
Μία πιο απλή λύση προκύπτει αν τεθεί t = ∞ .  Στη περίπτωση αυτή dP/dt = 0 και η 
(2.5) καταλήγει στην µητρική αλγεβρική εξίσωση Riccati, 

)()()()( T1T tttt PBBRPQAPPA −+−−−=0  

Η λύση της εξίσωσης αυτής καταλήγει σε σταθερό πίνακα ανατροφοδότησης Κ ο ο-
ποίος συν τοις άλλοις οδηγεί σε ένα συνολικά ευσταθές σύστηµα αν: το ζεύγος (Α, Β) 
είναι σταθεροποιήσιµο, R>0 (θετικά ορισµένος) και ο Q µπορεί να παραγοντοποιηθεί 
ως qq CCQ T=  όπου Cq είναι οποιοσδήποτε πίνακας τέτοιος ώστε το ζεύγος (Cq, A) 

να είναι εντοπίσιµο. 

[K,S,E]=LQR(A,B,Q,R,N)  υπολογίζει τον βέλτιστο πίνακα ενίσχυσης K 
έτσι ώστε ο έλεγχος ανάδρασης καταστάσεων u(t)=-Kx(t) να ελαχιστοποιεί 

τη συνάρτηση κόστους ( )∫
∞

++=
0

TTT d)()(2)()()()(
2

1
tttttttJ NuxRuuQxx  υπό 

τον περιορισµό της εξίσωσης κατάστασης 00 )(  , )()()( xxBuAxx =+= tttt& . 

Ο ελεγκτής που προκύπτει από αυτή τη διαδικασία καλείται γραµµικός τετραγωνικός 
ρυθµιστής (Linear Quadratic Regulator-LQR). 

2.3 Παρακολούθηση 

Έστω ξανά το γνωστό σύστηµα, 

 
)()(

)()()(

tt

ttt

Cxy

BuAxx

=
+=&

 (2.6) 
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Στο πρόβληµα της παρακολούθησης η επιθυµητή τελική θέση είναι 0rx ≠=
∞→

)(ορ t
t

.  

Το πρόβληµα αυτό µπορεί να ιδωθεί σαν µία υποπερίπτωση του γενικότερου προ-
βλήµατος 0rJx ≠=

∞→
)(ορ t

t
 (αν J=I).  Ο πίνακας J, διάστασης mj×n, επιλέγει τις µε-

ταβλητές που επιθυµούµε να παρακολουθήσουµε.  Ο λόγος που εισάγεται ένας νέος 
πίνακας είναι ότι είναι δυνατό να παρακολουθούνται περισσότερες µεταβλητές από 
αυτές που παρατηρούνται, δηλαδή mj>m.  Το πρόβληµα αυτό µπορεί να λυθεί παρό-
µοια µε αυτό του ρυθµιστή αν εισάγουµε µία νέα µεταβλητή, 

 ( )∫ −= ttt d)()( rJxp  (2.7) 

οπότε επαυξάνοντας την αρχική εξίσωση παίρνουµε, 
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Στη σταθερή κατάσταση, 0== px && οπότε, 
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και ορίζοντας νέες µεταβλητές, 

s
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s tt
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t
t uuv
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καταλήγουµε στο σύστηµα, 

 







=








=+=

00

0 Β
B

J

Α
AvBzAz ˆ,ˆ µε     )(ˆ)(ˆ)( ttt&  (2.8) 

Καταφέραµε να τροποποιήσουµε το πρόβληµα έτσι ώστε να τεθεί στη µορφή που ξέ-
ρουµε να λύσουµε: σαν ένα πρόβληµα ρύθµισης. Έτσι βρίσκοντας έναν πίνακα ανά-
δρασης K̂ για το σύστηµα (2.8), καταλήγουµε στις εξής εξισώσεις: 

[ ]
( ) ( )sss ttt

ttttt

ppKxxKuu

zKzKzKKzKv

−−−−=−⇒

−−=−=−=

)(ˆ)(ˆ)(

)(ˆ)(ˆ)(ˆˆ)(ˆ)(

21

221121  

 )(ˆ)(ˆ)( 21 ttt pKxKu −−=  (2.9) 
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Με την τιµή αυτή για το σήµα ελέγχου u(t) το σύστηµα (2.6) γίνεται, 
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Το δοµικό διάγραµµα του συνολικού συστήµατος φαίνεται στο Σχ. 2.2. 
 

r + 
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u + 

+ 

x x&  

Εγκατάσταση 
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Ελεγκτής 

K2 
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Σχήµα 2.2 ∆οµικό διάγραµµα για το πρόβληµα της παρακολούθησης 

Η διαδικασία αυτή είναι δυνατή εφόσον ισχύουν οι γνωστές προϋποθέσεις, δηλαδή να 
είναι το ζεύγος ( )BA ˆ,ˆ  ελέγξιµο.  Το ακόλουθο θεώρηµα µας δίνει τις συνθήκες για να 

συµβαίνει αυτό. 

Θεώρηµα 2.2 Το ζεύγος ( )BA ˆ,ˆ  είναι ελέγξιµο αν και µόνον αν το ζεύγος (Α, Β) είναι 
ελέγξιµο και ο πίνακας, 












=

×rm j
0J

BA
G  

είναι πλήρους τάξης ίσης προς τον αριθµό των σειρών (n + mj).  Επειδή ο αριθµός 
των στηλών είναι (n + r) πρέπει r ≥ mj, δηλαδή οι είσοδοι πρέπει να είναι τουλάχι-
στον όσες και οι καταστάσεις που θέλουµε να παρακολουθηθούν. 

Τα χαρακτηριστικά της χρονικής απόκρισης εξαρτώνται από τις ιδιοτιµές και τα ιδιο-
διανύσµατα του συνολικού πίνακα κατάστασης, 








 −−
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Έτσι επιθυµητά χαρακτηριστικά όπως υπερύψωση και ταχύτητα απόκρισης µπορούν 
να ικανοποιηθούν µε την κατάλληλη επιλογή του πίνακα K̂ . 

2.4 Παρατηρητές κατάστασης 

Το διάνυσµα κατάστασης είναι σχεδόν πάντα µη διαθέσιµο όλο για µέτρηση.  Μια πιο 
ρεαλιστική περίπτωση είναι αυτή όπου το µετρήσιµο σύνολο δίνεται από την εξίσωση 
εξόδου, 

   y(t) = Cx(t)    (2.10) 

Στη περίπτωση αυτή είναι µεγάλης σηµασίας η λεγόµενη, 

Αρχή ∆ιαχωρισµού: Αν το διάνυσµα κατάστασης δεν είναι µετρήσιµο τότε σαν είσο-
δος στο µηχανισµό ελέγχου µπορεί να χρησιµοποιηθεί µία εκτίµηση της κατάστασης, 
διαχωρίζοντας έτσι το συνολικό πρόβληµα σε δύο υποπροβλήµατα: του ελέγχου και 
της εκτίµησης. 

Η διαδικασία αυτή φαίνεται στο Σχ. 2.3.  Ο αλγόριθµος εκτίµησης καλείται παρατη-
ρητής κατάστασης στην ορολογία των συστηµάτων ελέγχου. 
 

yr 
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+

x 

Εγκατάσταση

B

A
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παρατηρητής
κατάστασης 

ελεγκτής

x̂

 
Σχήµα 2.3  Παρακολούθηση µε παρατηρητές κατάστασης 

Το πρόβληµα που ανακύπτει είναι αν η εκτίµηση x̂  θα συγκλίνει προς την πραγµατι-
κή κατάσταση.  Μία προσέγγιση στο πρόβληµα είναι ο παρατηρητής να χρησιµο-
ποιήσει τους γνωστούς πίνακες Α, Β για να µιµηθεί το ελεγχόµενο σύστηµα.  Έτσι αν 
η εξίσωση του παρατηρητή είναι η, 

0ˆ)0(ˆ         )()(ˆ)(ˆ xxBuxAx =+= ttt&  

η εξίσωση του σφάλµατος εκτίµησης )(~ tx είναι, 
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xxxxxAx
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ttt

=⇒

=−==⇒
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&    (2.11) 

Η εξίσωση αυτή δείχνει ότι το σφάλµα εκτίµησης θα συγκλίνει στο µηδέν αν ο πίνα-
κας Α είναι ευσταθής.  Το πρόβληµα είναι ότι αφενός ο Α µπορεί να είναι ασταθής, 
αφετέρου η σύγκλιση επιτυγχάνεται µε ρυθµό που µπορεί να είναι ανεπαρκής.  Και τα 
δύο προβλήµατα λύνονται µε τη χρήση ανατροφοδότησης και στον παρατηρητή µέσω 
ενός όρου διόρθωσης ως εξής: 

 ( ) 0ˆ)0(ˆ         )(ˆ)()()(ˆ)(ˆ xxxCyLBuxAx =−++= ttttt&  (2.12) 

Έτσι η εξίσωση του σφάλµατος γίνεται, 

( ) 0
~)0(~        )(~)(~ xxxLCAx =−= tt&    (2.13) 

Με το τέχνασµα αυτό ο πίνακας µετάβασης του σφάλµατος γίνεται  Α-LC, οι ιδιοτι-
µές του οποίου ρυθµίζονται µέσω του L.  Η ρύθµιση αυτή είναι εφικτή αν το σύστηµα 
είναι παρατηρήσιµο.  Η εύρεση του L επιτυγχάνεται όπως και του Κ  (είναι µάλιστα 
δυϊκό πρόβληµα), δηλαδή µέσω της, 

L=PLACE(AT,CT,q)  που υπολογίζει έναν πίνακα ανάδρασης κατάστασης L 
τέτοιον ώστε οι ιδιοτιµές του A–LC  να είναι αυτές που ορίζονται στο διάνυ-
σµα q. 

Η συνολική εξίσωση του συστήµατος βρίσκεται αν επαυξήσουµε την εξίσωση κατά-
στασης µε την εξίσωση του παρατηρητή, δηλαδή, 
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 (2.14) 

Επιπρόσθετα αν ο έλεγχος είναι της µορφής της (2.9), δηλαδή, 

)(ˆ)(ˆˆ)( 21 ttt pKxKu −−=  

τότε η (2.14) γίνεται, 
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Το σύστηµα (2.15) είναι ένα σύστηµα 2n+mj εξισώσεων και περιλαµβάνει την κατά-
σταση, τον παρατηρητή και τον παρακολουθητή. 

Οι απαραίτητες εξισώσεις για την υλοποίηση του ελεγκτή είναι οι (2.9), (2.12) και  

Ο προαναφερόµενος παρατηρητής καλείται παρατηρητής πλήρους τάξης.  Μία πιο 
“οικονοµική” εκδοχή του παρατηρητή αυτού µπορεί να υλοποιηθεί αν εκτιµούµε µό-
νο τις καταστάσεις που δεν είναι παρατηρήσιµες. 

2.4.1 Παρατηρητής µειωµένης τάξης 

Ο παρατηρητής µειωµένης τάξης στηρίζεται στο γεγονός ότι αν η διάσταση του δια-
νύσµατος εξόδου y(t)=Cx(t) είναι m (<n), δεν υπάρχει λόγος να εκτιµούµε περισσό-
τερες από n-m καταστάσεις.  Ο παρατηρητής που προκύπτει καλείται παρατηρητής 
µειωµένης τάξης ή παρατηρητής Luenberger.  Η διαδικασία έχει ως εξής: 

Κατ’ αρχήν ορίζουµε έναν γραµµικό µετασχηµατισµό της κατάστασης, 
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tt
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όπου ο Τ είναι κάποιος πίνακας τέτοιος ώστε ο 
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Εποµένως, 
)(ˆ)(ˆ)(ˆ ttt zMyPx +=  

Για να εκτιµήσουµε το z χρειαζόµαστε τη διαφορική εξίσωση που διέπει την εξέλιξη 
του.  Προπολλαπλασιάζοντας την εξίσωση κατάστασης µε τον Ε παίρνουµε, 

[ ] )(
)(

)(

)(

)(

)()()()()()(

t
t

t

t

t

tttttt

Bu
T

C

z

y
MPA

T

C

z

y

Bu
T

C
Ax

T

C
x

T

C
EBuEAxxE









+
















=








⇒









+








=








⇒+=

&

&

&&

 

ή 



Α. Πουλιέζος ΣΑΕ ΙΙ: Συστήµατα πολλών εισόδων πολλών εξόδων

 

30 

© Α. Πουλιέζος 

)()(
2

1

2221

1211 tt u
B

B

z

y

AA

AA
u

TB

CB

z

y

TAMTAP

CAMCAP

z

y








+
















=








+
















=








⇒

&

&
 

Έτσι, η διαφορική εξίσωση για το z είναι η, 

( ))()()()( 22122 tttzt uByAAz ++=&  

Ένας παρατηρητής πλήρους τάξης για το z, είναι ο, 

( ) ( ))(ˆ)()()()(ˆ)(ˆ 22122 tttttt xCyLuByAzAz −+++=&  

∆υστυχώς ο διορθωτικός όρος ( ))(ˆ)( tt xCyL −  ισούται µε µηδέν, αφού, 

( ) 0=−=−−=+−=− )()()(ˆ)()()(ˆ)()()(ˆ)( tttttttttt yyzCMCPyyzMPyCyxCy  

Μία εναλλακτική επιλογή είναι ο διορθωτικός όρος να είναι συνάρτηση της παραγώ-
γου του y, 

( ) ( ))(ˆ)()()()()()(ˆ)(ˆ 1211122122 tttttttt zAuByAyLuByAzAz −−−+++= &&  

Συγκλίνει ο παρατηρητής αυτός προς την πραγµατική τιµή του z;  Η εξίσωση σφάλ-
µατος είναι, 

( ) )(~)(~
1222 tt zLAAz −=&  

και το ερώτηµα µπορεί να απαντηθεί θετικά αν ο πίνακας L µπορεί να σταθεροποιή-
σει την εξίσωση σφάλµατος.  Αποδεικνύεται ότι παρατηρησιµότητα του ζεύγους (C, 
A) συνεπάγεται και παρατηρησιµότητα του (Α12, Α22) [Luenberger, 1964]. 

Ορίζοντας, 
)()()( ttt Lyzw −=  

καταλήγουµε στη τελική µορφή του παρατηρητή µειωµένης τάξης, 

 
)()()()( tttt GuHyFww ++=&  

)()()(ˆ ttt NyMwx +=  

(2.16) 

(2.17) 

µε τους πίνακες να ορίζονται από τις σχέσεις, 

F=A22–LA12, H=FL+A21–LA11,  G=B2–LB1,  N=P+ML 
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Το συνολικό σύστηµα κατάστασης-παρατηρητή είναι το εξής: 
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 (2.18) 

Στο πρόβληµα παρακολούθησης, ο έλεγχος δίνεται από την (2.9), δηλαδή, 

 ∫ −−−=−−= tttttt d))(ˆ(ˆ)(ˆ)(ˆ)(ˆˆ)( 2121 rxJKxKpKxKu  (2.19) 

όπου έγινε χρήση της (2.17).  Έτσι οι εξισώσεις που χρειάζονται για την υλοποίηση 
του ελεγκτή (που πρέπει να περιέχουν µόνο εισόδους και εξόδους) είναι οι (2.16), 
(2.17) και (2.19). 

Το δοµικό διάγραµµα του παρατηρητή µειωµένης τάξης φαίνεται στο Σχ. 2.4. 
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Σχήµα 2.4  Παρατηρητής µειωµένης τάξης 

Αντικαθιστώντας στην (2.18) παίρνουµε τη συνολική εξίσωση κατάστασης-
παρατηρητή µειωµένης τάξης-παρακολουθητή: 
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